Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 10

TEMA 10. La integral indefinida
Problemas Resueltos

Integrales inmediatas

1. Calcula las siguientes integrales:

a) (3x2 +X— Z\ﬁ) dx b) x(4—4x2)dx
" 5X (. 1
d) ~dx e) |cos(4x+3)dx 1) [sm 2X —=C0S 5xj dx
J 3+3x J J 3
0) (3 cosg — ser:stjdX h) xcos(Bx2 )dx i) (cos(2x) —Bezx’s)dx
i) j-cos x-(sinx)?dx K) ‘5x(1—2x2)2 dx 1) |(2-3x)dx
X2 * 3 4%?
m dx n dx 0 dx
).[x3+2 ).1+x2 )J‘a/g_x3
5x * 5 2
p) J. dx a) dx r J‘2x33X dx
J1-x? J \J1-x?

s) I(l—x)3dx t) J.x(l— x)3dx u) jﬁsd

Solucioén:

En la mayoria de los casos hay que ajustar constantes y operar cuando sea necesario.
3/2

a) (3x2+x—2\/§)dx:x3+%x2—2jx1’2dx:x3+%x2—2x +C

J 3/2
b) | x(4—4x?)ix = I(4x—4x3)dx=2x2—x4+c

-2X

o [&_—ax=211 J( 2)e2dx = - —e ¢
] s 5 (-2) 10

d) oX ~dx = S [6x 2dx=§ln(3+3x2)+c
J 3+3x 6J 3+3x 6

e) | cos(4x+3)dx = I4cos (4x+3)dx = %SII‘I(4X+3)

197

f) J‘ sin 2x—£c035x dx = .[Zsin 2xdx——-—.[50055xdx = —1c032x—isin5x+c
3 35 2 15

0 .(3C X  sen2x

dx = GJ lcos5 dx—iIZSinZde = 63in5+ic052x+c
2 2 10 2 10

h) .xcos(3x2)dx: %Ichos(sz)dx:ésin(3x2)+c

1) Ajustando constantes en cada una de las funciones:

= 1sin(2x) —Eezx‘3 +C
2 2
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)] Ajustando constantes:

cos x-(sinx)?dx = —J.B(sm X)?-cosxdx = ;(sm x)’ +c

o —_ 2 8
k) 5x(1—2x2)2 dx:—gj.(—4x(l—2x2 )Z)dx = —%-@+c :—%(1—2x2 )3 +C

I) Se opera en el integrando:
(2-3x)dx = I(4—12x+9x2)dx =4x—6x*+3x* +¢

m) Ajustando constantes:
F X° 1 3x?

X_
Jx¥+2 3)x¥+2

dx :%In(x3 +2)+c

n) > dx. Es inmediata: I 3 5 dx:B-I L > dx =3arctan x+c.
J1+x 1+x 1+x

0) Ajustando constantes:

. 2 k _ _
de=_4_2 i I 3X =_§,\f3_x3+c_
Jy3-x° 3J2 3 2 3

p) Ajustando constantes:

X dx :—SIidx =5J1-Xx* +¢
JJ1-x2 241-x*
5

q) V==

r) Ajustando constantes:
2xe> dx = EJ'6xe3X2 dx=Le e
6 3

dx. Es inmediata: J. dx =5arcsin x+¢

L dx = SJ.L
J1-x2 NEC

s) Desarrollando el integrando:
(1- x)3dx = I(1—3x+3x2 —x3)dx xS ety
2 4

También podria hacerse directamente ajustando constantes:

¥ 3. 5. (1—x)4
(1—x)dx_—j(—1)(1—x)dx_—T+c

t) Hay que desarrollar el cubo, multiplicar e integrar: Ix(l— x)sdx =

= jx(1—3x+3x2 —x3)dx = I(X—3X2 +3x° —x“)dx :lx2 -x3 +§x4 —lx5 +c
2 4 5
u) Hay que desarrollar el cubo, dividir e integrar:

x—1)° - 2_x®
ju dx = Il 3x+3x" — X dx:j[i—3+3x—x2jdx:Inx—3x+§x2—£x3+c
X X X 2 3

2. Calcula las siguientes integrales:

a) .[5x(1—2x)2 dx b) J.(sz —2x)2 dx c) J.dex
1+3x

Solucion:
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a) |5x(1-2x)" dx= ij(l—4x+4x2)dx:j(5x—20x2+20x3)dx:gx2—2—§x3+5x4+c

. 2
b) (3x2—2x) dx = I(Qx“ —12x3+4x2)dx:gx5—3x4+gx3+c

C) :—In(1+3x )
J 1+3x 6 1+3x2
3. Calcula:
a) J- 2X dx b)jﬁ(7x2+3)dx C) Iﬂdx
\V3x2+1 X
Solucmn

a) .[ J- dx =232 11+c
V3x2 +1 B PN IR

G
b)J‘«/_ 7x +3)dx— I(7x5/2+3x1’2)) TR RS 2x? 4 2x%% 4 ¢

c) ISX+\/_ J( +\/_x‘3’2j V3 xY24c = 5Inx—@+c
“12” Jx
4. Resuelve las integrales:
a) I(sin 2x—3cos5x)dx b) I(sin X +COS x)2 dx c) j(sin X —COS x)2 dx

Solucioén:
a) I(sin 2x—3cos5x)dx = Isin 2xdx—J'3c055xdx:%J'25in 2xdx—§j5c055xdx =

= —1c052x—§sin5x+c
2 5
b) I(sin x+cosx)2 dx =
= j(sinz X 4+ C0S? X + 2sin X cos x)dx :J.(1+ 2sinxcos x)dx = X +sin® x+¢
c) I(sin x—cosx)2 dx =

= j(sinz X +€os? X — 2sin X cos x)dx = j(l—Zsin XCOS X ) dX = X +C0S” X +C
Tambien se puede escribir:

. 2 . . .
I(sm x—Cc0sX)~ dx = X—Sin® X+C, pues X+cos” x = x+(1—sm2 x)+c =x—sin® x+(1+c)

5. Halla:

a) Ie4xdx b) IeX’de c) I xet" dx
d) J' 2% dx 0) _[ 43%dx f) I 20x3° dx
Solucién:
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a) |e¥dx = 1J‘4e4"dx _Lemg
4 4
b) | e¥3dx = BJ%eX’de =33 4¢

o) | xetdx = —EI(—erl‘xz)dx——lel‘ +c
2 2
d) [#ax=aL ¢
J In4
X X 3X 4 X
e) |43"dx=4|3"dx=4—+c=—-3"+cC
In3 In3

10

J.20x3x dx = 1OJ.2x3X dx = 103X — c=—3x +C
In 3 In3
6. Calcula:
. 2
a) (eX+e*X)dx b) I(ex+e‘x) dx c) I(ezx—sinZX)dx
Solucion:

a) (eX Jrefx)dx=eX -e " +c

* 2
b) (eX +e*X) dx =J-(e2x +e X +2ex-eX)dx=J.e2de+.[e2de+J'2dx =
= leZX__
2
c) J(ezx—sin 2x)dx = 1J-Zezxdx—lJ.ZSin xdx = L2 1 L cos 2%+ ¢
2 2 2 2

X 2x4c

7. Resuelve, ajustando constantes, las siguientes integrales:

* 1 dx
a dx b J.— c I
). 2+ x° ) J16— %2 ) x? +9
Solucic’)n'
a) —dx es parecida a I ~dx = arctan x +c. Para resolverla hay que ajustar
J2+x° 1+x
constantes buscando que aparezca I#dx =arctan f +c. Puede hacerse lo que sigue:
+
11 1 N2z 2 w2 2 12
2+x2_(x2]_ x V) « V) 2 « F) 2 x V2
211+ 2 1+(j 2 1+(] 1+[j 1+(j
2 [ 2 2 2 J2
Por tanto:

J‘%dx = ﬁj‘idx :ﬁarctani+c
+ X

o
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es parecida a —dx arcsin x +c . Para resolverla hay que ajustar

b) J‘ dx
V16— X2 J1-x?

constantes buscando que aparezca J. \/fiz
1-f

dx =arcsin f +c. Se consigue asi:

1

fpo [ e [

—X X X X

16| 1-— B -

feles) T \/1 )

C)J‘Xz_gdxzj‘( ZX - 23 jdx:J‘ dx — J'23 dx .
X“+9 X°+9 x“+9 X?+9 X°+9

La primera integral es casi inmediata: es un neperiano; en ella hay que ajustar constantes.
La segunda integral también es casi inmediata, aunque algo mas dificil: es un arcotangente.
También hay que ajustar constantes.

dx = arcsm +C

dx——In X“+9)+c
J x2+ ZIX +9 ( ) t
3 3@/ 1/3 (xj
dx=—j dx = = dx:J-— dx = arctan| — |+¢cC, .

. x2+9 9 i(x/3)2+1i 9J ((x/3) +1 (x/3)2+1 3) 7°
Por tanto:

F x—3 1 2 X

> dx:—ln(x +9)—arctan(— +C.
J x°+9 2 3

Integracién por descomposicion en fracciones racionales

8. Calcula, descomponiendo el integrando, las siguientes integrales:

2 3 3 a2 3 2
2) J‘Zx x4+3x dx b) J‘x 3)(3 +5dx 0 J‘x +5x 3x+2dx
X Jx
d)J‘\/; \/;dx )J‘ 4x% —4x+1 dx f)J'x 1OIX
4fye 4x% +1 X+3
Solucioén:

a) Se escribe el integrando como se indica:

2 3 2 3
J‘ZX—X +3X 4 = J‘(Q_X_+3L X = I(Zx‘3—x‘2+§jdx:—i2+l+3lnx+c

x* x* xt Xt X x> X

3 a2
b) Dividiendo: J'Lx;rsdx:.“ 13, 0 Jax=2x3mx—> ¢
4x 4 4x 4x° 8x

c) Operando se tiene:

-“XS +5x2—3x+2dX: J'<X5/2+5 W32 _3yl2 | —1/2)dx:
Jx
5 7’2+5§x5’2—3§x3’2+2-2x1’2+c:[%x3+2x2—2x+4jx1/2+c

WwWW.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 10 202

\/_ _ 3{/_ \/— \/_ -v4 512 3/4 7112
o [ X [[ - Vo [l ot

_ 2
)j 4 —ax+1 dx = J- 4X2+1— A;X dx=_.-(1— A;X ]dx=x—lln(4x2+1)+c
4Ax* +1 4x°+1 4x°+1 4x°+1 2
f) Dividiendo el integrando (puede hacerse por Ruffini), se tiene:

3 3
IX 1dx = Kx —3x+9—£jdx- X——gx +9x—28In(x+3)+cC

X+3 X+3 3
1 X 1 . . -
9. a) Comprueba que ——-——=———"b) Calcula la integral mdeﬂmda:j ——dx.
X X°+1 x°+X X"+ X
Solucioén:
2 2
a) Efectivamente: 1 X X+l )Z = 31 :
X x*+1 x(x +1) x(x +1) X7+ X

b) Por lo visto:

j 31 dx :I(i— de Inx—lln(x2+1)+c

X"+ X X xX+1 2

10. Calcula las siguientes integrales:

°n 2 3 _nay2
2) 2 3)2(+5x ix b)J‘(x 3) 0 J‘Zx 32x +5dx

L4 X

cayd 2 _ _ _ 32 _
d) 3X7 — X +4x 5dx 0) 3x3 — x% +4x 5dx f) J‘3x x2+4x 5dx

J X x+1 X“+1
Solucioén:

ol _ 2
a) mdx —I 1—§+5x dx_Inx—§x+5x2+c

. 2X X 2 2 2 4
b) (X 3) J‘ 6X+9 J‘lxdx—jﬁdx+ idx:1x2—§x+9Inx+c

J 4 2 4x 8 2 4
c) de=j(2x—3+%]dx=xz—3x—§+c

J X X X

cayd 2 _
d) XX+ ax 5dx=j(3x2—x+4—§jdx=x3—%x2+4x—5lnx+c

J X X

32 B
3 X" +4x 5dx =J(3x2—4x+8—£jdx=x3—2x2+8x—13ln(x+1)+c
X+1 X+1

3 2 4y
Se ha dividido: <X =X *4X=5 32 4y, g- 13
X+1 X+1

32 B B
f) J'3x X2+4X 5d I(BX 1+ 4jdx=§x2—X+I x2 4dx =
X°+1 X% +1 2 X“+1
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= §x2—x+lln(x2+1)—4arctan X+C
2 2

3 2 _ _
Se ha dividido: X —X THX75 gy g, X74
X“+1 X“+1
La integral: JX2_4dx:j 2X dx—j 24 dx:lln<x2+1)—4arctanx
X +1 X +1 X +1 2

11. Calcula las integrales:

X+8 2dx 1 1
a) | ———dx bJ C I—dx d I—dx
)jx2+x—2 ) x? -4 ) x> —2x-3 ) 2X% +2X—12
Solucion:
Todas pueden hacerse por el método de descomposicion en fracciones simples.
a) J.X—_i_sdx
X2 +x-2

Como las raices del denominador son x =1y x=-2: x> +x—2 = (Xx—1)(x+2), se tiene la

igualdad:
X+8 _ A N B :A(x+2)+B(x—1)
X>+Xx—-2 X-1 x+2 (x=1)(x+2)
Luego:
X+8=A(Xx+2)+B(x-1)
Six=1:9=3A=>A=3
six=-2:. 6=-3B=>B=-2

Con esto:
J'zxidhj 3 dx+j =2 Gk =3In(x—1)— 2In(x+2) + ¢
X“+X-2 x—1 X+2
2dx
b J' |
) x? —4
Como:
2 A B _AXxX+2)+B(x-2)
X2 -4 X-2 X+2 x2_4
A+B=0 1 1
= 2=A(Xx+2)+B(x-2) = = A=-yB=-Z=
2A-2B =2 2 2
Luego,
j 20 :J-( 12 172 jdx:lln(x—z)—iln(x+2)+c
x2 -4 X—2 X+2 2 2

1
c) | ————dx
) J-x2 —2x-3

La ecuacién x* —2x—3=0 tiene soluciones reales: x = -1y x = 3.
Por tanto:
1 A B 1 A(x—3)+B(x+1)
2 = —+ f— > =
x“=2x—-3 x+1 x-3 X“—=2x-3 (X+1)(x-3)
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A+B=0 1 1
= 1=A(X-3)+B(x+1) = = A=--;B==
-3A+B=1 4 4

En consecuencia:
IZ;dX = I _1/4+]'/_4 dx= _l idx.kl de =
X°—2x-3 Xx+1 x-3 4) x+1 4) x-3

———In(x+1)+ In(x 3)+cC

d) .[ 1
2X°+2x-12
El denominador: 2x* +2x—12=2(x—2)(x+3).
La descomposicion que se hace es:
1 _ A N B :A(x+3)+ZB(x—2)

2x*+2x-12  2(x-2) x+3 (x—2)(x+3)
Luego:

1=A(Xx+3)+2B(x-2)
six=2:1=5A = A=1/5
six=-3: 1=-10B = B=-1/10
Por tanto:

_[ 1 dx:I 1/5 __1/10), I Ll
2X° +2x-12 2(x-2) x+3 T10J x= 2 X+3

1 1
=—In(x-2)——In(x+3)+c
10 (x=2) 10 (X+3)

12. Calcula las integrales:
1 X X2

a o b _[ & c _[

)sz—l ) x? -1 ) -

Solucion:
1dx — Hay que descomponer la funcién dada en fracciones simples.

1
) [
1 A N B :A(x+1)+B(x—1)
x2—1_X—1 X+1 x% -1
Luego:
1=A(x+1)+B(x-1) = 1=(A+B)x+ A-B
Identificando coeficientes:

dx

0=A+B 1 1
= A=>;B=--
1=A-B 2 2
Con esto:
J' ! dx:Ill—zd —J.ll—zdx = Linx— 1)——In(x+1)+c
x> -1 x—1 X+1
b) Es inmediata:j j ——In(x —1)
X2 —1 2 x? -1
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c) Se transforma el integrando como sigue:

2 2
.[ 2X dx=J.X 2l+1dx:_"(1+ 21 )dx:x+J- 21 dx =
X“ -1 Xc -1 X- -1 Xc -1

2
= (la dltima integral se ha hecho mas arriba) = X?+%In(x—l) —%In(x+1)+c

d) Es inmediata si se transforma el integrando como sigue:

3 2
I 2X dx=Mx+ 2X ]dx=x—+lln(x2—1)+c
X -1 X -1 2 2
13. Halla:

a)J‘ 23x+1 dx )J‘ X+2 dx C)J‘ : 3 dx d)J‘ 22x+1 dx
X +2Xx+1 X2 —2x+1 X°—4Xx+5 XS+ 2X+2
Solucion:

R . , 2
a) El denominador tiene una raiz real doble: x*+2x+1=(x+1)".
Por tanto, se hace la descomposicion:

23x+1 __A N B L A=3;B=-2
X“+2x+1 x+1 (x+1)
Luego,
23X—+1dx:J. 32 dx=3In(x+D)+ 2 +c
J x“+2x+1 X+1 (x+1) X+1
b) ZX;ZC]X
J X" -2x+1
Como el denominador x> —2x+1= (x—l)2 , Se hace la descomposicion:
x+2 A N B A+B(x-1
x> =2x+1 (x-D* x-1 (x-1°
Luego:

X+2=A+B(x-1)
Six=1:3=A=>A=3; six=0:2=A-B=>B=1
Con esto:

j#dx:j 3 2dx+“‘idx——3+ln(x D+c
X°—=2x+1 (x=1) x—1 x-1

En los casos que siguen el denominador no tiene raices reales.
2
C) X*—4x+5=(x-2) +1.

Se puede escribir: — 3 = 32 =
X°—4X+5 (x—2) +1

Jtz;dx:‘[#dx::%arctan(x—zﬁc
X" —4X+5 (x-2)"+1

d) x2+2x+2=(x+1)2+1.
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Por tanto:
2x+1  2Xx+2-1  2X+2 1 . 2X+2 1

XP+2X+2 X +2x+2 K 42x+2 K 42x+2 X +2X+2 (x+1) +1

IZZX+1 dx:j 4(122)”2 x—J‘;dX In(x2+2x+2)—arctan(x+1)+c
X" +2X+2 X" +2X+2 (x+l) +1

14. Propuestas en UNED. Resuelve las siguientes integrales:

2) J‘x +2X — 1dx b)J‘Zx +1 )J'—x +2x+1 dx
X3 — X X° + X x? +x—1
Solucioén:
)J‘x +2X — 1
X3 =X

Como x®—x = x( ) x(x —1)(x +1) se hace la descomposicion:
X2 +2x-1 _A B C

X% —x X x-1 x+1
_ A1)+ Bx( ) x(x=1) _ (A+B+C)’ +(B-C)x—A
- (x —1) x(x2 —1)
A+B+C=1
Igualando los numeradores primero y ultimo se obtiene el sistema: ¢« B-C=2 =
-A=-1

=A=1;B=1,C=-1.
Por tanto,

2 —_—
Ixt—mldx = I(1+il—il x=Inx+In(x-1)-In(x+1)+c
x® —x x x-1 x+

b) J‘Zx +1

X+ X
El denominador x*+x= x(x2 +1) — El segundo factor no tiene raices reales.

2 +1_A_Bx+C _ Alx’+1)+x(Bx+C)

Con esto:

=A=1,B=1;C=0.

Cx X X2+l x(x2+1)
Luego:
2
J.z)é +1dx:"‘ldx+ —dx Inx+lln(x2+1)+c
X° + X X X% +1 2
)J‘—x +2x+1 dx
x?+x-1

Como x* —x +x—1=(x—1)(x2 +1) se hace la descomposicion:
— x> +2x+1 A  Bx+C _
= —+ -
X =x"+x-1 x-1 x*+1
_ Al +2)+(Bx+C)x~1) _ (A+B)x*+(-B+C)x+A-C
(x—1)x +1)° (x—1)x +1)°

—x2+2x+1 1 2X
Luego: | ——————dx = j dx—‘[ dx = In(x-1)=In(x*+1)+c
J st—x2+x—1 X—1 x?+1 (x-1) ( )

=A=1;,B=-2;C=0.
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Método de integracion por partes

15. Calcula las siguientes integrales:
a) Ixcos xdx b) Jxezxdx c) J.xz-esxdx d) Iszexzdx

e) j(xln x) dx f) Iarcsin xdx 0) .[XZ sin(2x)dx h) '[x3 cos xdx

Solucioén:

Todas pueden resolverse aplicando el método de integracion por partes.

a) j X COS xdx

Setoma:x=uy dv=cosxdx = du=dx y v=sinx
Luego,

Ixcos xdx =xsin X—Isin X dX = XSin X+COoSX+C

b) jxezxdx
Tomando: u=x = du=dx; edx=dv = J‘ezxdx:J.dv = v:%e2X

Luego:

jxezxdlexezx —ij‘ezxdxzixezx —le2X +c
2 2 2 4

c) -.-xz-e?’xdx.
Tomando: u=x? = du=2xdx: dv=e¥dx = v= %e”

Se tiene: szee’xdx :%xze” —%Ixe”dx

La segunda integral, j xe**dx , también se hace por partes.

Tomando ahora; u=X = du=dx; dv=e*dx = v= %e“

Se tiene: Ixe‘“dx = e —lje”dx = 1o _Lea
3 3 3 9

Por tanto:
Ixzesxdx _ 1w —zjxe3xdx _Leeax _2(1 Lo,
3 3 3 3.3 9
= Lyoean _2yem 2 ov ¢
3 9 27
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d) ijSexzdx.
Haciendo u=x?y dv = 2xe* dx se tiene:

2 2 2 2 2
JngeX dx = x%e* —J.2xex dx = x?e* —e* +c¢

e) I(xlnx)dx.
Tomando: u=xInx = du=(Inx+1)dx; dv=dx =v=x
Luego, J.(xln x)dx:lenx—j(xln X+ x)dx =x*In x—j(xln x)dx+jxdx

En el segundo miembro aparece la misma integral, que se traspone al primer miembro,

obteniéndose,
2
Zj(xln x)dx= x*In x—X?+c

_ 1 2 X2
De donde, | (xInx)dx _EX Inx—7+c

f) J arcsin xdx

dx:; dv=dx =>v=x

dx = xarcsin x +4/1—x% +c¢

Setoma: u=arcsinx = du =

1-x?

Luego, Jarcsin xdx = xarcsin x—J. -
1-x

0) J.XZ sin(2x)dx
Haciendo: x2 =u, sin2xdx=dv = 2xdx =du; v = —%cos 2X

. 1
Luego, J X sin(2x)dx = -3 X* COS 2X + j X C0S 2xdX
Para hacer la segunda integral se aplica nuevamente el método de partes.
jxcos 2Xdx

Tomando: Xx=u; dv=cos2xdx = dx =du; v= %sin 2X
1 . 1. 1 . 1
Luego, Ixcostdx =§xsm ZX_EISInZ X dx :Exsm 2x+zcos 2X

Por tanto: J.x2 sin(2x)dx = —%xz Ccos 2x+%xsin 2x+%c052x+c

h) J. x> cos Xdx .

Se hace: u=x%: dv=cosxdx = du =3xdx; v=sinx
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Luego:

IXS cosxdx = x>sin x—Jszsin X dx

Segunda integral: I3x2 sin x dx =—3x° cos x+J.6xcos xdx

(Se ha hecho: 3x3 = u; sinxdx=dv)

Tercera integral: I6x COS Xdx = 6xsin X+ 6.C0Ss X

(Se hace: 6x = u; cos x dx = dv)
Luego:

J-x3 cos xdx = x> sin X +3%° cos X —6xsin X —6CoS X +C.

16. Utilizando el método de integracion por partes, calcula Iixdx
e

Solucién:
Iixdxzjxe‘xdx
e
Se hace:
u=xy dv=e™dx = du=dx; v=—e"
Luego:

jxexdx:— xe ™ +Iexdx =—xe *—e*+cC

17. A partir del resultado de Iln xdx , calcula las siguientes integrales.

2) 2 J Inxdx b j In@2xdx ¢ _[ nx2x  d) I (Inx)%dx
Solucioén:

J-In xdx se calcula por el método de partes.

Tomando: u=Inx = du=£dx; dv=dx = v=x
X

Luego:
Iln xdx = xIn x—jdx:xlnx—x+c

Con esto:

a) Zjln xdx:z(xlnx—fdx):2(x|nx—x)+c
b) IIn(Zx)dx:J(ln2+ln x)dx=j|n2dx+jln xdx =(In2)x+xInx—-x+c

c) Jlnxzdx:JZInde = ZIInxdx:Z(XInx—jdx):Z(xlnx—x)+c
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d) j(lnx)zdx
Tomando: u=(In x)2 = du=2(In x)-%dx; dv=dx = v=x
Luego:
2 2 1 2
I(In x)“dx = x(Inx) —IZIn x-;-xdx:x(ln X) —IZIn xdx =

= x(In x)2—2(xln X—X)+C

Integracién por cambio de variable

18. Calcula las siguientes integrales haciendo el cambio que se indica:

) jx\/l—xzdx S (1=’ =t) b) j(sinx)adx s (cosx=1)
0 jﬁ S (t=Inx) d) jx-3\/4+x2dx L (44X =t)

Solucién:
a)Sil-x’=t = —2xdx=dt:>xdx=—%dt.

Por tanto:

3/2
J.xxfl— x2dx = j\/l— x? (xdx):—%jt”zdt:—l-t—+c:—1 (1— x2)3 +c

23/2 3

Observacion: j x1—x*dx puede hacerse directamente (es inmediata), pues:

2\3/2
Ixxll—xzdx = —%J‘(—Zx(l—xz)”z)dx = _%%H::_%Q_XZ)W ie

b) Sicosx =t = —sinxdx =dt.
Como

jsin3 xdx = jsin x-sin® xdx = jsin x+(L—cos® x)dx = —J‘(l—cos2 x)(—sin xdx) =

3
) 1
= Ism3 xdx=—.[(1—t2)dt=—t+t—+c=—cosx+—cos3x+c
3 3

c)Sit=Inx = dtzldx.
X

Luego:

o = 1 l = L - _ _ —_ .
j><(4—|n><)_J.(4—|nx)(xdxj I4—tdt In(4-t)+c=-In(4-Inx)+c

d Si4+x° =t = 2xdx=dt:>xdx=%dt

Por tanto:
1/3 l 1 t4/3 3 43
-3 2 = 2 I = 1/3-— = —- = — 2
jxx/4+x dx I(4+x ) (xdx) Jt 2dt YTER 8(4+x ) +c
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Observacion: También se puede hacer ajustando constantes, pues:

J.x\/4+x dx = —j2x (4+x2)" dx = Uf (%) j (“Lm =

2 1/3+1

= 2-3\/(4+ xz)4 +C
19. Halla la integral indefinida J‘—dx mediante el cambio de variable v/x =t .
Solucioén:
Si VX =t= —_dx=dt = dx=2/xdlt = 2tct .

24/x

Por tanto,

J' b oax= [ Lot = —dt_I2(1+t) 2t J‘(Z—i)dt: 2t~ 2In(l+1t)+c=

1++/x 1+t 1+t 1+t 1+t

= (deshaciendo el cambio) = 2Jx -2 In(1+ \/§)+ c

20. Propuestos en UNED. Calcula:

In2

a) j 22 dx b) J.x2 tan® x*dx
27 +2
Solucion:
a) J.szz dx — puede hacerse el cambio 2* =t = 2" In2dx =dt = 2* dx—idt
Por tanto,
J- : -1 J. 1 dt = (Ver problema 2. a)) =
22X + 2 In2Jt*+2 '

X

t 1 1 2
—arctan—=+¢ = ——arctan—=+c.

|2\/_ J2 n2.2 J2

b) sz tan® xdx — puede hacerse el cambio x* =t = 3x*dx =dt.

Por tanto,

sz tan® x*dx = %J‘tanztdt = %J.(lﬂanzt—l)dt = %(tant—t)+c =

21. Calcula Jx7ex4 dx  — Sugerencia: cambio t = x*)

Solucion:
Sit=x*= dt=4x3dx.
Sustituyendo:

jx7ex4dx :J‘x“e"4 -(x3dx):jtet-1dt :ljtetdt
4 4

Esta integral se hace por partes:
u=t = du=dt; dv=e'dt = v=¢'
Luego:

%(tan X3 — x3)+ C
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1J‘tetdtzl( je dt) 1(e —e +c)
4 4 4

Deshaciendo el cambio: Ix7ex4dx - %Itetdt = %(x“e"4 _e )+c

Observacion: se termina antes si se hace directamente por partes, tomando:
u=x* = du=4x3dx

X4

dv = x3eXdx = v:%e
Por tanto:
Ix7ex4dx = x“leX4 —J‘xge"Adx = x“ie)‘4 —EeX +c
4 il 4

22. Haciendo el cambio de variable e* =t halla:

eX
a b J-—dx
) I ) e?X 43X 42
Solumon.

a)Si e =t = e*dx=dt.
Por tanto:

Iﬁdx :J-(l+1t)2dt :J.(l+t)_2dt = —(1+t)_l+c :m+c :

1+e

1+e

Deshaciendo el cambio:

e” dx— L
J.(Hex)z e

X
b) Si e* =t se tiene: J.Ze—dx:J.;dt

e ¥ +3e*+2 t2+3t+2
Por descomposicion en fracciones simples:
A t+2)+B(t+1 A=1
1 A, B _AM2BUAY ) (42)4B(tel)=
t°+3t+2 i+l t+2 (t+1)(t+2) B=-1
Por tanto,
%dx:j(i—i t=|n(t+1)—|n(t+2)=lnﬂ =
Jto+3t+2 t+1 t+2 t+2
Deshaciendo el cambio:
) e e’ +1
ﬁdlen X +C
Jet+3e"+2 e"+2

23. (Propuesto en Selectividad, Aragon, junio 14). Usando el cambio de variable t =In(x),
1+3In(x)+(|n(x))

( —(In(x)) )

dx

determina el valor de la integral: '[

Solucioén:
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a)Sit=In(x) = dtzldx; luego:
X

d_

J‘1+3In(x)+(ln(x))3 1+3In(x) +( In(x)
> dx_j
x(l—(ln(x)) ) ( (In(x)

La Gltima integral se hace por descomposicion en fracciones simples. Dividiendo:

J‘1+3t+t3

1+3t+t3 4+1 4+l A b Al+t)+B(l-t) 5 3
s—=—t+ 5 = 5 = + = 5 = A=—;, B=——.
1-t 1-t 1-t 1-t 1+t 1-t 2 2
Por tanto:
2
Il+3t+t dt—J. 4202 320 U S0 ) Sh(et)e
1-t? 1-t 1+t 2 2 2
Deshaciendo el cambio:
1+3In(x) +(In(x))* 2
J. +3In( )+( ( )) dx = —M—§In(l—lnx)—EIn(1+Inx)+c.
2 2 2 2
X(2-(InG0)?)

Otras inteqgrales

24. Calcula las siguientes integrales.

Y .[1+2x2dx ) Ili);zdx 2 J.l—zxzdx 9 J‘ﬁdx ? .[ 1+x

Solucion:
Obsérvese que las cinco integrales tienen cierto parecido. No obstante, sus resultados son
muy diferentes.

a) Es inmediata: I 2 ~ax = Z-I L >
1+x 1+x

dx = 2arctanx+c.

b) También es inmediata: izdx =In (1+ x2)+c.
1+X

c) Hay que hacerla por descomposicién en fracciones simples.

J.l 2 ~dx = J‘(—+i]dx- In(1+X)+In(1-x)+c

1+x 1-X

2 1+x)*
d) Es inmediata: —dx 2 (1+x) dx:2-g+c:—i+c.
1+x -1 1+x

e) Hay que hacerla por descomposicién en fracciones.

s i v Pl e L A

= 2In(1+x)+i+c
1+X
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25. Propuestos en UNED. Resuelve:
5x—2 In x
dx b I dx c I—dx d IZIn Xdx
Y I 4x* + ) x? -4 ) )

Solucmn

2
a) Para resolver J- X 5 L
4x° +1

dx hay que transformar el integrando.

Dividiendo:
x? -1 1 5/4
4°+1 4 4x*+1

Luego: J‘(l—ﬂjdx: Ildx—gj‘#dx:l—garctan(2x)+c
4 4x*+1 4 8J(2x) +1 4 8

— (La division debe hacerse aplicando el algoritmo tradicional).

b)J-sx 2, 5>2<—2: A, B :A(x+2)+B(x—2):>A:2;B:3
X2 —4 X2 -4 X—2 X+2 (x—2)x+2)

S5x -2 2 3

j il et bl b 2In(x—2)+3In(x+2)+c

X —4 X—2 X+2

C) I—dx — Partes: (Inx:u; izdx:va = (du :ldx; v:—lj
X X

Luego: J‘In—zxdx:—ilnx+v|.i2dx:—llnx—l+c
X X X X X

d) | 2Inxdx — Partes: u=Inx = du=£dx; dv=dx = v=x
X

Luego: Zjln xdx:Z(xIn X—de):z(xln X—X)+C

26. Resuelve:
a) j—cos dx b) j cos® x dx c) I x+2
X2 —6x+10
Solucién:
a) La J-—cos dx puede considerarse inmediata, de la forma Jf .cos fdx=sinf , con

f =/x. En este caso: J‘—cos(x/;)dx=sin«/§+c

No obstante, puede ser mas asequible hacer el cambio t = JX = dt= %dx.
X

Obteniéndose:

J‘%cos(\/})dx =Icos(f)(Fde Jcostdt =sint+c=sin «/;+c

b) La integral jcosz X dx puede hacerse por partes.

Haciendo: u=cosx y cosxdx =dv = du=-sinxdx; v =sin x

WwWW.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 10 215

Luego:
Icosz X dx= cos x-sinx+jsin2x dx = cos x-sinx+J‘(1—cos2 x)dx =

= Icosz xdx = cos x-sinx+J‘dx—JAcos2 xdx = ZJAcos2 xdX = cos X-sinX + X

Despejando: Icosz xdx = %cos X-SinX + g +k

De otra forma: Haciendo el cambio trigonométrico cos® x = #, se tiene:
jcosz xdx = J‘%dx = %J‘(l-i- cos 2x Jdx = %(x+%sin ZX) +k

c) .[ 7)((; 2 dx — Puede escribirse en el numerador la derivada del denominador.
x> —6x+1

;(2x—6)+23

X+2 _ 7 (2x-8) L2 _7 (2x-6) L 23
x> —6x+10  x*—6x+10 2 x*—6x+10 Xx*—-6x+10 2 x*-6x+10 1+(x—3)2
Por tanto:
2X—6
J‘27x+2 o= (7. 2( ) 'X+I 23 o =
X°—6x+10 2 X —6x+10 1+(x—3)

= g In(x* —6x+10) + 23arctan(x —3) + ¢

27. Integra:
X 2Xx
a)_[e e i c)IS'”X d  d) .[tan xdlx e)j 2X i
l+e cos” X \/1—7
Solucion:

a) Sacando factor comun en el numerador:

X 4 @2 e’ (1+e”
¢ +€ dx = I(—X)dx=jexdx=ex+c

1+¢e* l+e

b) Haciendo el cambio e* =t = e*dx=dt =

2X X AX
J. ¢ _dx = J‘e 'exdx: Ldt:J‘(l—Ljdx:t—ln(1+t)+c:ex—In(1+ex)+c

1+e 1+e 1+t 1+t

c) Es inmediata, aunque puede hacerse el cambio cosx =t = —sinxdx =dt.
; . -3
Por tanto: I SNX gx = J't—}dx:—"‘t*‘dt:—t—+c=i+c= L ¢

cos* x -3 3t 3cos® x

d) Sumando y retando 1 al integrando se tiene:
jtanz xdx = j(1+tan2 x—1)dx = I(1+tan2 x)dx—J.dx =tan X —X+C

e) Haciendo x* =t = 2xdx = dt; de donde:
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dt =arcsint +c¢ =arcsin x*> +¢

e s

28. (Propuesto en Selectividad, Aragon, junio 13 y septiembre 14)

a) Determina la funcion f(x) cuya derivadaes f“(x) = 2xe> y que verificaque f(0)=2.
b) La derivada de una funcion f(x) es: (x—1)3(x—3). Determina la funcion f(x) sabiendo
que f(0)=1.

Solucion:

a) La funcion f(x) es una primitivade f'(x)=2xe>: f(x) :12xesxdx.

Esta integral se hace por partes, tomando:

U=2Xx = du=2dx: dv=edx = v:%eSX

Luego:
f(X)=IZX65XdX =2X-%e5X —IZ-%eSde = —(xe5X Iesxdxj = —(xe5X —e5xj+c
Como f(0) =2, entonces: f(0)=g(0—1e°j+c=2 o242
5 5 25 25
Por tanto, f(x):E[xeSX_leSX}riz_
5 5 25

b) La funcion pedida debe ser una primitiva de (x—l)3 (x—3); esto es:

f(x):J'(x—l)S(x—?))dx
Operando:

(x—1)3(x—3) = (x3 —3x° +3x—1)-(x—3) =x* —6x° +12x% —10x+3
Luego:

f(x) =J-(X4—6x3 +12x2 —10x+3)dx=%x5—gx4+4x‘°’—5x2 +3x+C

Como f(0)=1=c=1;y, portanto: f(x) :%x5 —gx4+4x3—5x2 +3x+1.
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